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本 文 应 用 Nevanlinna 值 分 布 的 基本 理论 和 方法 , 研究 了 微分 方程 解 的 一 些 性 
质 , 包括 解 的 增长 性 及 辐 角 分 布 , 全 文 共 分 四 章 . 

第 一 章 , 简单 介绍 了 复 微分 方程 的 研究 背景 ， 然 后 叙述 了 本 文 所 需 的 预备 知 
识 及 相关 记号 . 

第 二 章 , 主要 利用 能 庆 来 无 限 级 型 函数 和 庄 折 泰 关于 无 限 级 Borel 方 向 的 一 
个 等 价 条 件 ,研究 了 微分 方程 +A) = 0 解 的 零点 聚 值 线 和 Borel 方 向 之 间 的 
关系 ,其 中 A4(z) 是 超越 亚 纯 函数 且 o(4)<%. 

第 三 章 , 运用 Nevanlinna 值 分 布 的 理论 和 方法 ,研究 了 亚 纯 系 数 高 阶 线性 微 
分 方程 解 的 增长 性 ,在 假设 某 个 系数 以 无 穷 为 亏 值 的 条 件 下 ,证 明了 微分 方程 的 每 
一 个 非 零 解 的 增长 级 均 为 无 穷 . 

第 四 章 , 运用 Nevanlinna 值 分 布 的 理论 和 方法 ,研究 了 整 系数 高 阶 线性 微分 
方程 解 的 增长 性 ,在 假设 某 个 系数 满足 杨 一 张 不 等 式 极端 情况 的 条 件 下 ,证 明了 微 
分 方程 的 每 一 个 非 零 解 的 增长 级 均 为 无 穷 . 


关键 词 ， 整 函数 ; 亚 纯 函 数 ; 微分 方程 ;零点 聚 值 线 ; "MH: Borel 方 向 


Abstract 


In this thesis, we investigated some properties of solutions of the linear different- 
tial equations by using the value distribution theory and methods of Nevanlinna. The 
properties mainly contain the growth of solutions and the angular distribution. It 
includes following four chapters. 

Chapter 1, We introduced the research background of linear differential equation- 
s. Then we narrate some notations and knowledge which will be used in the following 
chapters. 

Chapter 2, By using the infinity order type function of Xiong Qinglai’s and a 
sufficient and necessary condition for infinity order Borel direction which was establi- 
shed by Chuang Chitai, we established the connection between the cluster ray of 
zero-sequence and Borel direction of solutions of second order differential equations 
f° + A(z)f =0, where A(z)is a meromorphic function of finite order. 

Chapter 3, The growth of solutions of higher order linear differential equations 
with meromorphic coefficients is investigated by using the fundamental theory and 
method of Nevanlinna. Assume that one of coefficients has infinite deficient value, it 
is proved that every solution f # 0 of the differential equation is of infinite order . 


Chapter 4, The growth of solutions of higher order linear differential equations w- 


ith entire coefficients is investigated by using the fundamental theory and method of 
Nevanlinna. Assume that one of coefficients is extremal for Yang-Zhang inequality, it 
is proved that every solution f + 0 of the differential equation is of infinite order. 


Key words: Entire functions; Meromorphic function; Differential equation; The 


cluster ray of zero-sequence; Deficient value; Borel direction 
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复 微分 方程 解 的 增长 性 与 辐 角 分 布 


第 一 章 ”引言 与 预备 知识 


1.1 引言 

微分 方程 的 复 振荡 理论 是 上 世纪 80 年 代 初 期 兴起 的 研究 领域 , 它 主要 是 应 用 
复 分 析 的 理论 与 方法 ,研究 复 域 上 微分 方程 解 的 振荡 性 质 ,其 运用 的 工具 主要 有 亚 
纯 函 数 的 Nevanlinna 值 分 布 理 论 ,位 势 理论 , Wiman — Valiron 理论 ,渐进 方法 等 ,该 
领域 的 研究 具有 广泛 的 实际 应 用 背景 . 

1982 4 S.Bank 和 LLaine 在 [1] 中 首次 应 用 亚 纯 函 数 的 Nevanlinna 理论 研究 
了 二 阶 微分 方程 

f+Az)f=0 (1.1) 

解 的 增长 级 和 零点 收敛 指数 .随后 ,关于 二 阶 和 高 阶 微分 方程 解 的 增长 性 问题 受到 
国内 外 很 多 学 者 的 关注 J.K.Langley, G.Gundersen, G.Frank 和 S.Hellerstein 等 人 在 


此 方面 作 了 大 量 的 研究 工作 .在 国内 , 何 育 赞 ,高 仕 安 和 陈 宗 迷 等 人 从 事 该 领域 的 
研究 多 年 ,也 获得 了 一 系列 深入 的 结果 . 亏 值 理论 在 亚 纯 函数 的 值 分 布 理 论 起 有 重 
要 作用 ,近年 来 ,不 少 学 者 从 亏 值 的 角度 研究 了 微分 方程 解 的 增长 性 ,得 到 了 一 些 
富有 起 始 性 和 启发 性 的 结果 . 

亚 纯 函 数值 分 布 研究 的 重点 主要 体现 在 增长 性 与 辐 角 分 布 两 大 内 容 上 .在 辐 
角 分 布 的 研究 中 .1919 4E, G. Julia 应 用 正规 族 理论 证 明了 超越 整 函数 Julia 方向 的 
存在 性 ,从 而 开创 了 辐 角 分 布 论 的 研究 .1928 年 , G.Valiron 应 用 Nevanlinna 理论 证 
WY AA ERWA BAN Bore1 方 向 的 存在 性 ,大 大 促进 了 辐 角 分 布 论 的 发 展 .在 
我 国 庄 折 泰 、 杨 乐 和 张 广 厚 等 数学 家 在 这 个 领域 耕耘 多 年 并 取得 了 突出 的 成 果 . 
近 些 年 来 , 伍 胜 健 、 郑 建华 等 对 复 振 荡 中 的 辐 角 分 布 问题 作 了 进一步 的 研究 ,也 获 
得 了 一 些 频 有 意义 的 结果 . 

本 文 在 前 人 研究 的 基础 上 ,从 二 阶 到 高 阶 , 整 函数 系数 到 亚 纯 函 数 系数 等 方面 
继续 对 微分 方程 解 的 增长 性 及 辐 角 分 布 的 相关 性 质 进行 了 研究 . 
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1.2 预备 知识 及 相关 定义 


1.2.1 复 平面 内 的 Nevanlinna 特征 及 增长 级 

下 面 简要 介绍 本 文中 需要 用 到 的 值 分 布 理论 的 一 些 相关 定义 和 标准 记号 , 详 
细 内 容 请 参阅 文献 [2],[3]. 

假设 F(2) EE VELA < R(0 « R<o%) 内 的 亚 纯 函数 ,a 为 任 一 有 穷 复数 .用 


n(r, f) ORRA alr, f = 00) R n(r,0o) ) 表示 f( 思 在 | 才 <r(0<r<R) 上 的 极点 个 
数 , 重 级 极点 按 其 重 数 计算 ; 用 mr, 下 "Fog (也 记 为 a(r, £- a) E n(r,a)) 表示 


f( 习 -a 在 |d<r(0<r<R) 上 的 零点 个 数 , 重 级 零点 按 重 数 计算 . 


定义 位” 非 负 实 数 的 正 对 数 定义 如 下 


log* x-log x, x21; 
log* x=0, 0<x<l. 


易 知 当 x>0 时 ,有 log x= log* x-lg, 
zx x f(z) &5E Xd |a « R(0 <r < R<w%) 上 的 亚 纯 函 数 , 记 
mir, Dni n 


Ta =f log* ea” azo, 


N(r, f)= Em f)logr, 


1 nL OP n(0, = FA] 1 
Mn )-(— t+ n0, —)logr,a%o, 
f-a t 


nr, f) ipid Aj mr, f = oo) R m(r, oo) AH J& log’ | ADE |d =r 上 的 平均 值 ， 


相应 的 , mr. p ETE» mr, f = a) 或 zxr,a), 表 示 的 是 log+ 


CE 


r 上 的 平均 值 ; N(r, 门 也 可 记 为 Mr,f=oo) 或 N(r,%), 称 为 f(z) TBI RE TR, 
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相对 应 的 ,Ntr —1— 也 可 记 为 NGr, f= a) BÈ NC, a) 称 作 是 PCA) a HO 


ES 
EXI! Wt f( 思 是 定义 在 | 才 < R(0<r<R<w) 上 的 亚 纯 函 数 , 记 
T(r, f)= mr, f)+ N(r, f), 
则 称 T(z, f)% f(z) EN Nevanlinna 特征 函数 ,简称 为 f(z 的 特征 函数 . 
EXP B f 纹 是 定义 在 可 < R(0<r<R<wm) 上 的 亚 纯 函 数 , f( 思 的 增长 
级 和 下 级 分 别 记 为 (AM ul, £) .而 义 从 (分 别 表示 f 的 零点 和 不 同 零 点 的 收 


sce (3 a (Lone FAIR FUB S AO COI RUE X T. 


—— log T(r, f) (f) = tig TO f 


p(t) = lim lim 
logr roo  logr 


. logNG,. logN(r, E 


, AC f) = lim 
logr 7? logr 


ack 5- ii; leeNG. £) d: D- im logNG, f) 


7 logr 7  logr 
EMS od f(2)EXE|Z« R(0<r<R<%) 上 的 亚 纯 函 数 ,定义 的 超 
BA p (£f); 


Tim 20228 T(r, D 


in logr 


p,(f) = 


EME Hf DHENE|AsR(O<r< R< o) ENGR PRÉC a 为 任意 
复数 .定义 a 对 于 f(2 II 3S 


EMT! 设 f( 思 为 定义 在 | 才 < R(0<r<R<%) 上 的 p (0<p(f)<%) 级 亚 
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纯 函数 ,一 条 从 原点 出 发 的 射线 arg z= 0 ,如果 满足 


iig; Ig (3X0 — 6.0 e, r). f-a) M 
re logr 


对 所 有 的 复数 a 及 任意 正 数 = 恒 成 立 ,至 多 除去 关于 a 的 两 个 例外 复数 . 则 称 射 线 
argz- 6 为 了 的 一 条 已 级 Borel 方 向 ,其 中 mQ(9-s,9+s,D,f=a) 表 示 f( 习 在 角 


p. 


RO(O-e,0+e,r)={z:0-e Sarg zs 0s, 
按 重 数 计算 . 
定义 8 中 设 f( 习 是 定义 在 | 才 < R(0« r « R«co) EBOSE FER, p 为 有 穷 正 


<r} 内 的 a 值 点 的 个 数 , 重 级 a 值 点 


数 .p(r) 称 为 T(r, f) 或 区 2 的 一 个 精确 级 , 若 

(1) p(r) 是 定义 在 [0,w%) 上 的 非 负 连 续 函 数 ,以 及 limp(r)=p; 

(2) 除去 可 数 个 点 外 p (r)f£te E. limrp (r)logr =0; 

(3) 当 zr 适 当 大 时 恒 有 re > T(r, 了 ), 并 且 存在 一 列 趋 于 ow 的 正 数 (1,), 使 得 
rP) = Thr, f). 

EL i F(z) EENE |] « R(O<r<R<o) 上 的 无 限 级 亚 纯 函 数 , 实 函 
数 p(r) 称 为 f( 妈 的 熊 庆 来 无 限 级 ,如 果 efr) 满 足 如 下 性 质 : 

() pl) r= qq > 0) 上 的 连续 非 减 函数 并 且 p(r) -> o (r> 0). 

(2) 函数 U(r)= rm (r>5) 满 足 


tig O8U(R) _ | Re 
re logU(r) logU(r) 


——log T(r, f) _ 


(3) lim 


re p(r)logr 


定义 109 HAJ arg z- 0 MICA F(z) H —4& plr) Borel 方 向 ,如 果 


ig; enn 6.5. f=a) = 
r>a p(r)logr 


> 


对 任意 的 a > 0 和 任意 的 复数 a e C, 成 立 ,最 多 除去 两 个 例外 的 a 值 .其 中 mn(r,6,s， 
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f=a) 表 示 f(z) 在 扇形 域 Q(9,s,r)={2:0-s <argz<s9+s,|d<r} 内 a 值 点 的 
个 数 ,其 重 级 a 值 点 按 重 数 计算 ， 


1.2.2 角 域 内 的 Nevanlinna 特征 及 增长 级 
本 文中 ,我 们 还 需要 用 到 角 域 内 的 特征 函数 的 性 质 , 详 细 内 容 参 见 [6],[7]. 设 
0<w<5<2r, 引 入 记号 ， 


Q(a, B) - (z:« «argz« f]; 
Q(a, B,r) - (z:a «arg z< 2d <r}; 


Q(a, Br) = {z:a Sarg z< B14 <r}. 


EM gui f(2f838 Qo. p) LOWERS k= TMi > 1, 


A, p(t, f= i-e flte" ] 1og* eye. 


*| (re )sink(6-2)d6. 


2k 
B, g(r, f rk 


Gat. f)- = [5| af ja -a), 


ZU 


IPAR Z EN JERE Oe, A,r) PNT ABE b, = [be^ RAT, EAR 


点 按 重 数 计算 . 若 重 级 极点 只 计 一 次 , 则 记 为 Cap(r, f) ET ERI a e C id 
Ca (r.a)- Gare) C, ss oo)= Cot f). 


进一步 定义 
D, p(t, f)» A, p(t, £)+ B, p(t, f), — Spot f) - Ca g(r, f)* D, p(r, f). 


ATHA Al, £) B, (n. f) C, sl, Dz p(t. f) S, sr. 了 ) 分 别 记 为 A(r, f), 
Br f) c(r, f), Dr. £} S(r, f). 
定义 120 设 f(a) RENAE | s R(0<r<R<w) 上 的 亚 纯 函数 , 则 它 在 角 域 
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Q(c.5) 上 的 级 和 下 级 分 别 定义 为 


"i S, (r. f) 


——log* S, et 2 
f)=lim ——# + 
Pop ( a logr 


fg Se) (oy tim 
EMF) RO<a<f<27, MEMAK f(z) EMMA, p) EM aA olco 


指数 定义 为 


4(Q((a,8),7), f= jugo eh oe) 


roe logr 
其 中 n(Q((@,8),r), f= a) 为 函数 f( 习 -a 在 扇形 域 Q((c,P),r) 上 的 零点 个 数 . 
对 任意 给 定 的 a > 0, f( 了 在 角 域 Q(0-s,9+s) 上 的 零点 收敛 指数 定义 为 


peee- £,02), r), f=a) 


Joe (f-2)- Ti im 


BA (£) - lim 4, (f£) f 沿 径 向 arg = 0 HE fcc 
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第 二 章 ” 复 振荡 中 的 辐 角 分 布 


2.1 引言 与 结果 

1982 年 , Bank 和 Laine 在 [1] 中 首次 应 用 亚 纯 函数 的 Nevanlinna 理论 研究 了 
二 阶 微分 方程 

f'+Az)f=0 (2.1) 

的 解 的 增长 级 和 零点 收敛 指数 ,其 中 4 为 多 项 式 或 超越 整 函数 .后 来 ,关于 微分 
方程 解 的 振荡 性 质 的 研究 受到 国内 外 很 多 学 者 的 关注 ,并 取得 了 一 系列 重要 的 结 
RN 2004 年 , 伍 胜 健 中 首次 从 辐 角 分 布 的 角度 研究 了 二 阶 微分 方程 解 的 零点 
聚 值 线 和 Borel 方 向 之 间 的 关系 ,证 明了 ， 

3382.47 设 A 是 一 个 级 为 o( 创 <o 的 超越 整 函 数 , 6, 五 是 方程 (2.1) 


的 两 个 线性 无 关 解 , 记 EE= ££, 再 设 E 的 零点 收敛 指数 4(E)=%, 则 射线 arg z=0 
是 E 的 一 条 ow 级 Bore1 方 向 的 充分 必要 条 件 是 ja(B)= 00, 其 中 


logn(r,6,¢, E - 0) 


A()-BmA. E) A (E)-limsp 2804 oe 


吴 昭 君 , 孙 道 椿 将 定理 2.1.4 中 的 四 级 Borel 方 向 换 成 熊 庆 来 无 限 级 ,证 明了 下 
面 的 结果 . 

定理 2.1.B 四 g A 是 一 个 级 为 oc( 有 <o% 的 超越 整 函数 , f, 是 方程 (2.1) 
的 两 个 线性 无 关 解 , 记 E= ff, 再 设 A(E)=o%,p(r) 是 8B 的 一 个 无 限 级 , 则 射线 本 : 
argZ=0 是 E 的 一 条 pl(r) 级 Borel 方 向 的 充分 必要 条 件 是 


limiim log n(r, 0, e, E= 0) =F 
£20 ro p(r)logr 


伍 胜 健在 文 [12] 中 研究 超越 整 函数 系数 微分 方程 的 解 的 零点 聚 值 线 和 Borel 
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方向 之 间 的 关系 时 ,运用 了 圆 域 上 函数 的 最 大 模 这 样 一 个 工具 ,而 在 讨论 亚 纯 函 数 
的 相关 问题 时 ,最 大 模 的 工具 不 适用 了 ,从 而 关于 亚 纯 函数 系数 二 阶 微分 方程 解 的 
零点 聚 值 线 和 Bore/! 方 向 的 关系 的 相关 结果 较 少 .用 宏 根 , 吴 昭君 叫 则 利用 角 域 上 
的 特征 函数 等 工具 研究 了 超越 亚 纯 函数 系数 的 二 阶 微分 方程 (2.1) 的 解 的 零点 聚 
值 线 和 Borel 方 向 的 关系 ,证 明了 如 下 定理 2.1.C. 


EBC 设 4 了 是 超越 亚 纯 函 数 


SLB (Az) «oo .假设 f, 五 为 方程 


(2.1) 两 个 线性 无 关 的 亚 纯 解 . 令 E= f f, MR (E) - oo UA arg z=0 是 巨 的 一 


条 四 级 Borel 方 向 的 充分 必要 条 件 是 h(E)=%. 


此 定理 的 条 件 显然 比 定理 2.1.A 更 为 宽松 , 受 定理 2.1.B 和 定理 2.1.C 的 启发 ， 


本 章 将 定理 2.1.C 中 的 w 级 换 成 熊 庆 来 的 无 


亚 纯 函数 ,证 明了 如 下 的 定理 . 


限 级 ,将 定理 2.1.8 中 的 整 函数 推广 到 


定理 2.1 


设 Az) EW AK KH 


BH o(A2)«o .假设 f, 为 方程 


(2:1) 两 个 线性 无 关 的 亚 纯 解 . 令 E= ,再 设 o(E)=o%, 而 p(r) 是 E 的 一 个 能 庆 来 


无 限 级 , 则 射线 J: arg z=OR EW -条 pl(r) 级 Borel 方 向 的 充分 必要 条 件 是 


limlim 


£90 ry 


— log n(r,0,¢, E=0) =| 
p(r)log r ` 


319221 设 (AER FELH WARM, Aa, p) (0 « 8 o <27) 为 角 域 


2.2 引 理 
则 
(09) 对 于 任意 的 as C ,有 
1 1 
2 
f-a 
其 中 r>1. 


Gi) 对 于 任意 的 r< RR 有 


)- st f)+00), 
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f RY @log T(t, £ R 
An Eje (2) f e arson bea, 


f) 4k iff 
(444) 


其 中 a s 天 是 仅 依赖 于 r 和 尺 的 正常 数 . 


(ii) 对 于 任意 gq 个 不 同 的 复数 a)e C,,j=1,2,…gq, 有 


(q-2)S(r, f)< cta) n. 


H(r)= ns £ t. 中 ) oft) 


Valiron 曾 证 明了 其 中 的 h(r) 满 足 n(r) - O(logU(r))( 见 参考 文献 [6]), 因 此 ,我 们 有 


其 中 


f 
了 一 ai 


(a-2)s(¢, < 六 ca)+otogu) (22) 
fl 
对 于 无 限 级 亚 纯 函数 的 Borel 77 I], BH: JT SR EAA T 31 FEE. 
312222" & ff 可 是 复 平面 上 的 无 限 级 亚 纯 函数 ,p(r) 是 f(z) ft — 1 EX 
KEDAHA L: arg z= 0, BA f(z) 的 p(r) 级 Borel 方 向 的 充分 必要 条 件 是 :对 


任意 n(0<n < 于 ) 


is ESE f). 
me — p(r)logr 


312.23 对 任意 充分 小 的 0<n < 他, 如 果 


-— log Sy.» ø» (£, E) 


l, 
re plr)logr 


则 
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tga 8." B=0) 
im 一 一 一 一 一 一 <1 
me p(r)logr 


证 明 ”假设 结论 不 成 立 , 则 存在 充分 小 的 0<E < n 


z— log S anl, E) el 


————MÀ— ——* =1 li 
H3 ple)iogr | 79 poer 
定义 9 有 
E £ 
is 10, ,E-0 PR. i 1.0,5,E=0) logU(r) 
im =lim 
r>a logU(R) ro logU(r) logU(R) 


£ 
__ ogn Lr) " logU(r) 

> lim lim zl. 
rm logU(r) =; log U(R) 


I 


logU(r,) 


则 对 任意 的 0 <r <1 fin ESE) ac] R ore 


Alege >o(n> 


o) 并 满足 


oo) 中.E=0j> UR). 


Bib b, = ble” (v=12,…) 是 E=0 在 ofo-£.0+5) 内 的 根 , 重 根 计 重 数 ,由 


E £ E E .58 E d e 1 
T6-2«B,«0*-. v-12,-. MI <By-O+5 < z ,从 而 sm - (By -8 +5) > r 


KF Sr, f) 的 第 一 基本 定理 ,有 
Sy S RE)? C, (R2) 00) 2 C, ,, (Bsa)+ 001) 


Fd 
mA (RY 
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JeZ(n-o«£)«on 


1 lol 5 z( i £) 
=F lap ds jn B, ae +O(1) 
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1 ef 
j Er (R)" Ji WE 


其 中 K=<. 将 上 式 中 的 和 式 用 Stieltjes 积 分 表示 ,并 进行 分 部 积分 可 得 


S, Lo (Ros E)z fz 4an()- R= ut t*dn(t)+ O(1) 


2zk[7 "Rap z dp. xx [no ‘dt+ OQ) 
> (5)_ nnn), d. 4325. 
x d axi 二 2: )«o0) 


TÉ 


iim log S, soft .E) sim log S, epre (R.. E) 


me  p(r)egr =e plR)logR, 


1 
1 
> lim el (让 Se logn(r,) 
me p(R)lgR,  *"p(R)logR, 


: log(R,* 一 五 *)—k(log R, -logr,) 
te ARR 


这 与 + 的 假设 矛盾 , 即 引 理 2.2.3 得 证 
引 理 22469 假设 a= HQ AENEAM o (0)- o St 


g(z) RI d( 了 是 整 函数 , 且 满足 a(d) <oo. 又 设 Az) WARE (A= B «o. 


则 对 于 任意 给 定 的 > 0, 存 在 一 列 亿 } 趋 于 无 穷 使 得 对 于 满足 = 五 和 |g( 引 = 
M(t,g) 的 z, 当 Kk 充分 大 有 


DOE a2 


.. loglogv, (n) 
ncm 
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expt r*}<|A(2) < expr”: } 
3122.5 i A 是 超越 亚 纯 函数 ,其 级 为 o(A(z)<o%, 则 方程 (2.1) 的 任意 
非 零 亚 纯 解 的 超级 o,(f)<o(A2). 
证 明 ”假设 f( 习 为 方程 (2.1) 的 非 零 亚 纯 解 ,我 们 将 (2.1) 改 写 为 


-42- £8 
42- £0. Q3) 


因为 的 极点 只 能 产生 于 A 的 极点 ,所 以 (4) saan Hadamard 2 #85238, 


可 将 FH A(2)= ae A 


其 中 e(z)fm a(z) RERA, A a(z) MEAL f(z) HR 
BUR A(d) - o (d)- {4 Jes 再 由 引 理 2.2.4 知 ,对 于 任意 给 定 的 s > 0 ,存在 
-AFEA K ph EARR Ed n Mlele- Mr 2) 6 zE 
ELOR van) 

3 os 


loglogv, lie) 
*  logr, 


exp prts }s GE explote } 


o,(f)= lim 


结合 (2.3) 式 可 得 
vin i+ oft) < r explrz ^") 
由 于 = 是 任意 的 .对 上 式 两 边 同 时 取 2 次 对 数 再 除 以 logh, 当 k 充 分 大 时 , 即 
o,(f)<o(Az)). 


2.3 ”定理 的 证 明 
由 引 理 2.2.2, 如 果 能 证 明 
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lim i; 08 nr. 6 e. E - 0) r 
£90 reo p(r)log r 


的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 = > 0, 


Fg Seal 
成 立 , 则 定理 2.1 得 证 . 
下 面 证 明 这 一 结论 . 
必要 性 ,由 引 理 2.2.3 ,对 任意 的 0<e < 了 ,由 


Gm log nr. 0e, E= DM =] 
re p(r)logr f 
必 有 
jim E Sono E) > (24) 
re p(r)logr 
另 一 方面 由 不 等 式 
Co-s.0rs(r,a) < 2n(r, 0,6, E = a), 
和 


n(r,0,¢,E=a)<n(r,E=a)<N(RE= 2623] <T(RE= see E ‘ 


其 中 R= MET TUI y ,U(r)= ro,r>1 是 任意 的 .以 及 pfr) 是 巨 的 一 个 能 庆 来 级 ， 


可 知 对 任意 的 = > 0, 当 r 充 分 大 时 ,有 


T(RE=a)<(U(R))™, 
这 样 便 有 


- 
[o (r.a) «2n(r.0,g,E- a) « 2) (u(3)* » 


再 结合 (2.2) 式 ,并 取 g=3 得 


江西 师范 大 学 硕士 学 位 论文 


— mE S, oss (BE) | me [Co pre (1,8) + o(log (U (r)))] m 
im p(r)logr sum p(r)logr 


结合 (2.4) 可 知 
iz log $,., 5. (r, B) 
i plr)logr 7 
综 上 所 述 必 要 性 得 证 . 
充分 性 . 由 引 理 2.2.5 知道 方程 (2.1) 的 任意 非 零 亚 纯 解 满足 o,(f)< o( A(z), 


因此 o,( 朋 < o(Az》i=1,2. 对 任意 的 9e(0,2x] 和 充分 小 的 a > 0 (eiii o (A) 


Z<) 4 R-2r,13]3822.1(i)f$ 


qijed re log* vor Ht) f) 路 diea- OUi=12. 
E ts 
根据 对 数 导 数 引 理 


2) = Oflog* T(r, £) log r)= ofr% )i= 12. 


结合 引 理 2.2.1 和 上 式 得 


ur) = qe | = 00)i=12. 
二 | = O(1),i=1,2. 


另 一 方面 ,由 [8] 我 们 知道 FA £ 的 Wonsky 行 列 式 W 是 一 个 非 零 常数 , 记 其 
为 c#0. 又 


因此 


H 1 = 
所 以 D 1-00. 
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再 对 于 任意 的 9e (0,2x] 和 充分 小 的 a >0, 在 角 域 {z:9-s<arg z< 9+s} 内 ,满足 


S(r, E)= dr. ij ol) 


所 以 如 果 
im log So 人 E) =1, 
me — p(r)logr 
便 有 
TN 
zc ‘i E 
lin 一 一 一 一 一 一 一 一 =1 
m p(r)logr 
又 因为 
Co-s.0rs (s) <2n(r,0,¢,E=0), 
因此 
lim im log a(r,0,¢, E € 0) 21, 
£20 r>a p(r)log r 
再 由 
log n(r,0,£, E=0) d See (sE) _ . 
corse p(r)logr ma p(r)logr 
得 到 


。 zn log n(r, 0,&, E= 0) 
lim lim ———7——— = 1. 
came progr 


所 以 充分 性 成 立 . 
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第 三 章 一 类 高 阶 亚 纯 系数 线性 微分 方程 解 的 增长 性 


3.1 引言 与 结果 

关于 二 阶 线性 微分 方程 

f + Az)f «B(zf-0. (3.1) 

众所周知 , 当 Az), B(z) Je St iR CERE 77 2 (3.1) 的 解 都 是 整 函数 ,并 且 如 果 Bz) di 
越 的 ,而 fU 是 方程 (3.1) 的 两 个 线性 无 关 解 ,那么 1 和 五 中 至 少 有 一 个 是 无 穷 
A. ARS Az), BC 满足 什么 条 件 时 ,会 使 得 (3.1) 的 任 一 非 零 解 都 是 无 穷 级 
Và? G.Gundersen, S.Hellerstein, J.Miles 和 J.Rossi 在 文献 [17,18] 中 证 明了 : 若 A 和 
Hz) 是 整 函数 并 满足 p(A) « p(B), 或 者 A 是 多 项 式 , B( 直 是 超越 的 ,或 者 P(B) < 
p( A) s1/2 UATE (3.1) 的 任 一 非 零 解 均 为 无 穷 级 .2011 年 伍 鹏 程 ,朱军 在 文献 [19] 
中 ,考虑 系数 函数 有 亏 值 的 情况 下 进一步 研究 了 相关 问题 ,证 明了 下 面 两 个 定理 . 

定理 3.1.4 假设 Az) 是 有 限 级 整 函 数 ,具有 有 限 亏 值 , B(z) 是 不 恒 为 零 的 整 


函数 , 若 存在 两 个 常数 w> 0, B > 0, 和 对 任意 给 定 的 =>0 ,存在 两 个 有 限 实 数 集 
a (o, iR 


É «6, «4, <0, « «6, «6, < Pmi Goer =A +27), 


2:6. -6,)« e. 
& 694 g, Sarg z< 0, (k=1,2, +, m) zo eo E |B(z) exp + oaa" }} RUF 7 
(3-1) 的 每 一 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 


定理 3.1.B ”假设 4 如 是 有 限 级 整 函数 ,具有 有 限 亏 值 , B(z) 是 不 恒 为 零 的 整 
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函数 , 若 对 任意 的 上 E> 0 时 ,有 


.. |B(z) 
rx | 


其 中 集合 G 的 对 数 测度 有 限 , 则 方程 (3.1) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 
石磊 , 易 才 凤 在 文 [10] 中 讨论 了 更 为 一 般 的 高 阶 线性 微分 方程 
f+ A, (z) f? e... A(z)f + A(2f-0 (32) 
解 的 增长 性 ,证 明了 定理 3.1.C. 
定理 3.1.C ”假设 A(z(i= 0,1…,n-1) 是 整 函 数 , 存 在 某 个 s(1 < s< 0-1), HE 
0) 和 A 具有 有 限 亏 值 , p( 和 A)< ,对 于 iz Os, 4 为 多 项 式 ; 
人 G) 假 设 存在 常数 < > 0,B > 0, 对 任意 给 定 的 => 0 ,存在 两 个 有 限 集合 傣 } 和 


(o) THE 4, <8, <9, <0, << by <Oq < Gaui ous =A +27) BY Gy, -0,) ec, E 
k=l 


得 在 角 域 办 和 arg z< 0, (k =1,2,---,m) 3,5 |] > oo BA 
AG) x expki+ o1)" } 

则 方程 (3.2) 的 每 一 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 

352833, AA FE SC[20] 9E AE T WE (3.2) 中 的 系数 可 以 是 具有 有 限 个 极点 的 
亚 纯 函 数 , 且 A(z) 以 四 为 亏 值 时 解 的 增长 性 ,证 明了 定理 3.1.D. 

定理 3.1.D Bk A(z(i=1,2,…,n-]) 均 为 仅 有 有 限 个 极点 的 亚 纯 函 
数 , AQ) 为 以 无 穷 为 亏 值 的 超越 亚 纯 函数 ,车 p( 驴 )< e(A)(i=12,--,.0-1) WA 
程 (3.2) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 

本 文 将 定理 3.1.C 中 的 整 系数 推广 到 亚 纯 系数 ,将 A( 习 具有 有 限 亏 值 改 为 
AA( 习 以 %m 为 亏 值 .证 明了 方程 的 非 零 解 有 无 穷 级 ,并 对 超级 进行 了 估计 .本 文 还 对 


定理 3.1.D 中 的 条 件 进行 了 放宽 ,证 明了 相同 的 结论 ,其 主要 结果 如 下 . 
定理 3.1.1 假设 A(z(i =1,2,…,n-1) 是 亚 纯 函数 , A( 是 以 无 穷 为 亏 值 的 超 
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越 亚 纯 函 数 ,并 且 A(z) NRO < o( A) «oo HERE a >0,B >0, 和 对 任意 给 定 
的 e>0 ,存在 两 个 有 限 实数 集 人 协 } 和 人 各 上 } 满 足 


h <0, <p, «6, « «6, < Om < Imei Ger =A +27), 


Db -0,)<8, 
使 得 在 角 域 办 <arg 2<0,(k=1,2,-,m) A, E |d > of {4 (2)|<(1+ ofl) al”, 
(i=1, 2, n-1) WAF (3.2) 的 每 一 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 ,进一步 p, (f) 2 p(A). 
定理 3.1.2 ”假设 4(zXi=12,…,a-1) 是 亚 纯 函 数 , A( 习 是 以 无 穷 为 亏 值 的 超 
越 亚 纯 函 数 , 若 p( 仿 )< p( 驴 )<wm(i=1,2,…,n-1), 则 方程 (3.2) 的 每 个 非 零 解 的 级 
为 无 穷 . 
定理 3.1.3 ”假设 A(zXi= 0,1,…,n-1) 满 足 定理 3.1.2 的 条 件 ,F(##0) 是 有 限 级 
亚 纯 函 数 , 则 方程 


f? & A (z) f 4... A(z) f+ A(2) f= F (3.3) 
至 多 有 一 个 可 能 的 有 限 级 例外 解 f EAT AME FL 


A(f)- A(£)- p( f)=0. 


3.2 引 理 


31:32. d AIP Laem B= s i) lh) (i) 
是 由 不 同 整数 对 组 成 的 有 限 集合 ,满足 5 >j>0,(i=1,2,…,q) a>1 是 给 定 的 实 常数 ， 
则 存在 零 测度 集 5 c[0,27z) 和 仅 依 束 于 a 和 芽 的 常数 C>0, 使 得 当 q €[0,27)\ E T, 
存在 常数 久 =R(m)>1, 对 满足 argz=% 及 ||=r> 忆 的 所 有 的 z 及 对 所 有 (k 放 eT， 
都 有 
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md (Doe rlogT(ar, DE G4 


特别 地 , 当 JKR of 及 =p<o 时 ,假设 e>0 是 任意 给 定 的 常数 , 则 (3.4) 式 可 以 由 


fg) 
uc 
323.227] 设 函 数 {于 开平 面 亚 纯 , 级 p HAA EMH (v 712. p 


1< p<%m) 为 一 组 互相 判别 的 复数 , 且 5(a,, f)=6, > 0(v =12,…, p). ADA AAi 
HBS U(r) = D Xia 8 = min5,, 则 必 存 在 一 列 正 数 RR(j=12…),limR =%， 


(5) 85, 


T (35) 


对 于 每 个 充分 大 的 j 和 v=1,2,…, p 使 


a ae oe 
“Reap eS) e 


i| (Re) >=FU(R), a =o 
成 立 的 值 op <9 <27) TJ KAN f& E,, 的 测度 mesk,, > K(6, pp)» 0, 其 中 
K(6, p,p) 表 示 仅 依赖 于 5, p, p HIER. 

3129323". gig {是 超越 亚 纯 函 数 且 HB WANENE EN 
s>0, 存 在 线 测度 为 零 的 子 集 Ec[0,27), 当 we[0,2z)\E 时 ,存在 常数 R= Rwy)>1, 使 
得 对 所 有 满足 argz=wy 和 ||=r>R 的 z 有 

ex^") d sens}. 


3123247! — A(2\i=0,1,---,n-1), F(60) Ctr IRACIV P BMA 了 为 方程 


(3.3) 的 无 穷 级 亚 纯 函 数 解 , 则 FZ A( f) - A(£) - p(f)- o. 


3.3 ”定理 的 证 明 
3. 3. 1 定理 3.1.1 的 证 明 
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假设 FAA (3.2) HAE AR, B. ol f£) «co i8 5 = 5(w, A), HT FR (3.2) 可 以 得 到 
A(2)< Pi Sia ae (a 


出 引 理 3.2.1, 存 在 一 个 零 测度 集 态 c[0,27), 使 得 对 满足 argz=o €[0,27)\ E Al 


(56) 


|d=r> R(m)>1 的 所 有 的 z 都 有 


E <4", 6-12-.) 67) 


对 A (2) ERIGI 3.2.2 4e — 83 IR], limR, =m 当 j 充 分 大 时 ,有 


ntF,)= 中 € (o.2m}ioe a(R" > zo) >K>0, (38) 


HF KER S6. o( A) ARIE, U(r) = 170. 


We « K/2, WHEE o, €(F, -a 4.) st nF, -E)- dE)» K>0.%4 j 


充分 大 时 ,由 第 一 章 精 确 级 的 定义 8 A0, U(R;) - RA) 2 T(R, A) UAT 


lal R; e" |o TÍR, A ). (39) 
及 定理 的 条 件 有 
A(z} < (+ oft) a4”, (i =1,2,--,2=1). (3.10) 


38 (3.7) (3.9) (3.10) RARA (3.6) 式 得 到 
eio T(R, A) < alre] <R™N+(n-INl+o(NaR’|, (3.11) 
对 上 式 两 边 同 时 取 对 数 再 除 以 log 及 ,然后 取 极限 ,有 
lim —3— «M, (3.12) 


其 中 M=24 (nol f)+ B)/ 6 J E B 
这 与 4( 为 超越 亚 纯 函数 矛盾 ,所 以 pl f)=00. 
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下 面 证 明 p,(f)> (4). 
由 引 理 3.2.1, 存 在 一 个 零 测度 集 书 c[0,27), 使 得 对 满足 argz=9 €[0,22)\B M 
导 =r>R(m)>1 的 所 有 的 z 都 有 


a «CTQr, fj"(i-12,-...n) (3.13) 
对 妨 ( 思 应 用 引 理 3.2.2 知 ,存在 一 序列 (RJ, limk, =%, 当 j 充 分 大 时 ,有 


nF,)= of e [o2 leg A (R"] > FARUL 中 >K>0, (3.14) 
其 中 KK 是 只 与 5,p( 驴 ) 有 关 的 正 数 . 
取 s<KK/2, 则 存在 ge(E -&) (d.a) 并 且 有 nfF,—E,)=nfF,)>K>0.%4 
j 充 分 大 时 ,有 
A(R" Jet). (3.15) 
再 由 定理 的 条 件 有 | 


A(z) < 0+ oftala”, @=1,2,---.0-1) (3.16) 
将 (3.13),(3.15),(3.16) 式 代入 (3.6) 式 得 到 


ev [is Un) s|A(ne*] scien, hr(o-M+ der (3.17) 
对 上 式 两 边 同 时 取 2 次 对 数 再 除 以 logR , 当 j 充 分 大 时 ,根据 精确 级 的 定义 有 
.. logU(R) _, loglogT(R, £) 
AAN- jin AR) on sue pop sad. 
定理 3.1.1 证 毕 . 


3.3.2 定理 3.1.2 的 证 明 
假设 f 为 方程 (3.2) 的 非 零 解 , 且 p( 及 <o. 记 5= slo, A), HAF (3.2) 可 以 得 
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AOI. Saga 


由 引 理 3.2.1, 存 在 一 个 零 测 度 集 互 <[02 四 ,使 得 对 满足 argz= 多 <[02z)\ 互 和 


f 
四 
令 max{p(4)o(4)…:p(4j=m<p(A), 若 人 (为 超越 亚 纯 函 数 ,应 用 引 理 
3.2.3 知 ,对 任意 给 定 的 a(0<s < (p( 驴 )- Pu)/2), 存 在 零 测度 集 已 c[o2z) 使 得 对 满 


到 


MOE (3.18) 


局 =r> 驴 (m)>1 的 所 有 的 z 都 有 


<| 可 .6=12.… .可 (3.19) 


argz=y, e[027) 5 fiü|d- rz R(v.) » AA AY z A 
A sexe. (320) 
车 A( 习 为 有 理 函 数 , 则 A( 引 仅 有 有 限 个 极点 , 则 存在 RR 和 M >0,24|4>R A 
lA «r^ ,G=12…,n-1 (321) 


对 A(z) EFI SI88 3.2.2 80,0606 FP IR). limR, =o%, 当 j 充 分 大 时 ,有 


nlF,)= afo € [o2mli alee’) > vn 221 >K>0, (32) 
BP KER S ô p( A) XE NC 
HX n(F, -E -E,)=nf F,) > K 0. UAE p, e(F, -E E), 4 jR A 


lA (Re^ ) Ee ' (323) 
¥ (3.19) - (3:21), (323) RRA (3.18) REF] 
ess U(R) JA (Bes) sn is e- Dent]. —— 629 
对 上 式 两 边 同 时 取 2 次 对 数 再 除 以 logR, 当 j 充 分 大 时 ,根据 精确 级 的 定义 有 
AA)<AA)-€, 
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矛盾 ,所 以 风力 =o. 定 理 3.1.2 证 毕 . 


3.3.3 定理 3.1.3 的 证 明 

假设 1 是 方程 (3.3) 的 有 限 级 解 ,如 果 方程 (3.3) 还 有 另 一 个 有 限 级 解 了 (# f), 
WA df- £5), B. f 520278 (3.3) 所 对 应 的 齐 次 方程 (3.2) 的 解 ,但 由 定理 
3.1252 Af- §)=00, FEA DE (3.3) BS AAT ERT RADE f 
假设 fA (3.3) 的 无 穷 级 解 ,由 定理 的 假设 max{p(F) lA) 0(4.,)}< 0 = (f). 


应 用 引 理 3.2.4 有 4( 妖 =A(f)= p( f) = co 538 3.1.3 EHE. 
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FOR 一 类 高 阶 整 系数 线性 微分 方程 解 的 增长 性 


4.1 引言 与 结果 
亚 纯 函 数 的 亏 值 是 模 分 布 论 中 的 一 个 重要 概念 ,其 定义 仅 与 值 点 的 模 有 关 , 与 
值 点 的 辐 角 无 关 ; 亚 纯 函 数 的 Borel 方 向 则 是 辐 角 分 布 论 中 的 重要 概念 .表面 上 看 
两 者 之 间 似乎 没有 联系 ,然而 , 杨 乐 , 张 广 厚 在 1975 年 却 证 明了 下 面 的 结果 . 

定理 4.1.4 引 i f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,级 p 为 有 穷 正 数 ,车 记 f(z) 的 亏 值 总 数 


A p, f(z) 的 Borel 方 向 总 数 为 q. 则 pz q. 


在 f(z) 为 整 函 数 时 ,有 下 面 更 精确 的 估计 . 


定理 4.1.BP4 i f( 引 是 一 个 p(0<P< tm) 级 整 函数 , 若 记 f(2) HBAS 
ABA p, F(z) f) Bore/ 方 向 总 数 为 9, 则 有 psi 

上 述 定理 中 的 不 等 式 "P<3" 称 为 杨 一 张 不 等 式 . 若 人 (全 满足 po 3 RI 
f( 习 满足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 


2013 年 , 龙 见 仁 、 伍 觅 程 和 张 政 运用 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情形 ,研究 了 二 阶 线 
性 微分 方程 
f + Az)f + B(z)f=0 (41) 

解 的 增长 性 ,证 明了 下 面 的 结果 . 

EGA»LCU (qu A 是 满足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 p= 2 HIER 
数 , B(z) 是 超越 整 函 数量 pA) # p(B), 则 方程 (4.1) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 

定理 41DP9 假设 A 是 满足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 只 = 3 的 整 了 
数 , B( 本 也 是 满足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 p, = 全 的 整 孙 数 ,如 果 下 面 有 一 个 成 
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(D q4q3 
CD q = 4, Az) 的 Borel 方 向 的 集合 不 同 于 B(z) fI Borel 方 向 的 集合 . 
则 方程 (4.0) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 
本 文 主要 是 从 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 来 研究 高 阶 线性 微分 方程 
E+ A (2) f+ + A(2f +ADf=0 (42) 
解 的 增长 性 ,证 明了 以 下 结论 . 
定理 4.1.1 假设 A(Xi- 0.…,a-1 是 整 函数 ,存在 某 个 A(s# 0) 满 足 杨 一 


张 不 等 式 极端 情况 p= 4,8 p(A)#0(A4)<o FR CD RE CD 成 立 ， 

(D AA)z5+ p(A)« pA Ni s); 

aD A(A)<> A ASR (i+ s) 
则 方程 (4.2) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 

定理 4.1.2 ”假设 4(zXi = 01…,n-1) 为 整 函数 ,存在 某 个 (sz 0) 满 足 杨 一 
张 不 等 式 极端 情况 p, -4, A 入 ( 习 也 满足 杨 一 张 不 等 式 极端 情况 p, -2 H 
P(A) < e(A) «o (ie s) EFE (D RE OD 成立， 

(D. p(A)# (A); 

aD 4 (A)= (A) HBA q « q,; 要 么 gq, =q, A (2) ff Borel 方 向 的 集合 
不 同 于 A (2) ffi Borel 方 向 的 集合 ;要 么 q >q, A (2) fü Borel 方 向 的 集合 不 是 
A 和 A( 习 的 Borel 方 向 的 集合 的 子 集 . 
则 方程 的 (4.2) 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 


4.2 引 理 
3184.21! 设 f( 为 为 复 平面 上 的 超越 亚 纯 函 数 ,其 增长 级 p( f) 为 有 限 正 数 ， 
BRO < p( £) < co HERT = (Us, A) Cas oss (Kins dn) 3 是 由 某 些 不 同 的 整数 对 
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组 合 而 成 的 有 限 集合 , 且 满足 Kk > ji >0,i=1,…,m, 又 假设 a > 0 为 任意 给 定 的 某 
个 常数 , 则 

D FEET v WRF E, c[0,2x) 其 测度 mB = 0 (#74 v, € [0,27) V E, Ff, 
存在 正常 数 R = R (y) > 0,25 zW E arg z= y, F1|2 > R 以 及 所 有 的 (k, j) e L8 
有 

JEA F(z) < |g. (43) 

OD FERT r HRA E, c (oo) HO BM RE m E, «4o ,使 得 当 z 满 足 
|d & E, [0,1] 时 ,对 所 有 (k, j) E T ,都 有 (4.3) 式 成 立 . 

CU) 存在 关于 r 的 集合 为 < (0,00) 其 线 测度 mE, «o, 618.35 z UE | 4 e E, 
时 ,对 所 有 的 (k, j)er ,都 有 

[Ey r? (3) <I. (44) 

312842299.  A(z\i=04,---,n-1) ÆRA, p(4)<p(A)<@(i#0), 
则 高 阶 微分 方程 (4.2) 的 每 个 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 

引 理 4.2.3 中 ”假设 整 函数 满足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 , 则 A( 刀 = of). 
进一步 , 再 假设 argz=9,(j=1,2,…,q) (0<6 «6, «40, «0, 20, 422) f 
的 g 个 不 同 的 p( 了 级 Borel 方 向 .那么 对 于 f 的 每 一 个 亏 值 a (i=1,---, p) ,都 存在 
一 个 相应 的 角 域 Q(9,,0;,)= 刀 :90, <argz<giu}， 使 得 对 于 每 个 e>0 和 


jiu 


ze 26, *£Ó8,, - e, rco) 
bg m j^ eese ini 08 5(a,, e)ra, f) (45) 


其 中 C(9,,6,,.e.ó(a.. ev 0,016 FI Sla, f) 的 正常 数 . 


引 理 4.2.469 假设 f 满 足 杨 一 张 不 等 式 的 极端 情况 ,并 存在 9 0(9,0,.)(1 
< j< 9g), 使 得 
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eed log* | tlre’ ]. - Af) (46) 


logr 
则 ou -2=2 
4.3 ”定理 的 证 明 
4.3.1 定理 4.1.1 的 证 明 

# 0(A)< p(A), 由 引 理 4.2.2 可 知 方程 (4.2) 的 所 有 非 零 解 的 级 为 无 穷 . 

下 面 考虑 p(A)> p( 驴 ). 假 设 存在 非 零 解 且 满 足 p(f)<o%. 设 a(i=1, 2,… p) 
是 A( 习 的 所 有 有 穷 亏 值 ,arg z=9,(j=1,…,2p) 是 A(z) M 2 p & Borel 方 向 ,因此 
有 2p 个 角 域 S) -[210; «ag z«0,,) (j=1…,2p)(9,ow 26) 3E 81 4.2.3 和 
Borel 方 向 的 定义 , A (z) 8 du ER: 

©a(A)=2(4). 

人 对 每 个 角 域 Si 而 言 ,要 么 存在 ai, 使 得 


log 一 一 一 


ay” 158,5(0,,A) 4, A), (47) 


其 中 zelo, +E, Oa sid , €(6,,6,,.5.5(2, A) 是 仅 取决 于 0,0, 和 


j ja 


5(a;, A) TE SEI SEA HE O e 8), 使 得 


fm EE e] a). (48) 
oe ogr 
为 了 简便 ,我 们 把 C(9,,9,,5,6(ai, AERC. 

如 果 在 S; 中 存在 a, 使 得 (4.7) 式 成 立 ,那么 在 SaM 5,, 中 存在 9 和 4 使 得 
(4.8) 式 成 立 .相对 应 地 ,如 果 存 在 ge S, 使 得 (4.8) 式 成 立 ,那么 在 S, ,和 Si PH 


在 a 和 ai 使 得 (4.7) 式 成 立 , 


27 


江洲 师范 大 学 硕 十 学 位 论文 


不 失 一 般 性 ,假设 在 S 中 存在 射线 arg z= 0 使 得 (4.8) 式 成 立 ,因此 在 S, Sp 


S, 1 中 均 存 在 射线 使 得 (4.8) 式 成 立 .由 引 理 4.2.4 知 这 些 角 域 的 开 度 都 为 一 一 


aay 
(1) 4 p(A)2 i 时 ,由 Phragmen ~ Lindelof 定理 知 ,存在 一 个 角 域 Q(a, B) (0 


sa«ps2z),$18 p-a z 


ACA) E Kaez- (a <0 <p) 8 


—— log* log* 


sea (49) 


I logr 


因为 B-a> ,所 以 存在 角 域 A(g,pB) (e «v <B<P) 以 及 


P(A) lA) 
a, ,使 得 对 任意 的 9 (a <0< 2) 
ae hal > CT(r, A). 


由 引 理 4.2.1 RIA, EEN R arg z= 0, (e «6, < B ) 和 R>0, 使 得 对 所 有 的 
r» RÀ 


(4.10) 


(i) 
lca Po CoD 


4 max{o(A), oA, (As) (Aa) CA} 9 po < (A) UR ERE e 


(0<e<(0(A)--)/2) 4276 R, > 0, 使 得 对 所 有 的 rz> RA 


[Aseda] (o 3) (4.12) 

注意 到 (4.9) 式 ,因此 存在 一 列 bahi lim r, = 使得 
(re^ TNT Aare dr (4.13) 
E AGOjs Pe DEN JH "| A (3). (4.14) 


以 及 (4.10)-(4.13) 式 有 
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exp," «p I" (+ (n—2)exp(r,** )+exp(—CT(r,,4))). (415) 
对 (4.15) 式 两 边 同 时 取 2 次 对 数 再 除 以 logr,, 当 mm 充分 大 时 ,可 得 矛盾 . 
(m) 当 p(A)«3 时 ,由 于 A ( 习 是 一 个 超越 的 整 函数 ,由 [28],[29] 的 结果 可 知 ， 
对 于 任意 ge[0,2z), 有 


lim toga hre”) =o, (4.16) 
rm logr 


因此 对 任 一 射线 arg z= 8, 存在 正 整数 M 和 任意 大 的 正 数 N 使 得 
|Alre*|= of"), — G9 (4.17) 
limsup| Are" Jr" = e. Gs) 

而 对 信 (z) 而 言 ,由 上 面 的 讨论 ,存在 p 个 角 域 使 得 (4.7) 式 成 立 ,再 由 (4.11),(4.14)， 

(4.16) -(4.18) 式 有 

r” «|A(2) « £91 Of") + expl- CT(r, A). (4.19) 

因为 六 是 任意 大 的 ，(4.19) 式 显然 矛盾 . 

综 上 可 知 ,定理 4.1.1 得 证 . 


4.3.2 定理 4.1.2 的 证 阴 
先 证 (I) 当 p(A)< po(A), 由 定理 4.1.1 的 证 明 可 得 . 当 p(A)> p( A), SIE 


4.2.3 和 引 理 4.2.4 知 .存在 分 个 开 度 为 一 的 角 域 使 得 


P(A) 
+ + i8 
gg E lA]. ca), (420) 
rnm logr 
aks 于 个 开 度 为 ~ 乏 _ 的 4 
同时 存在 5 个 开 度 AA) 角 域 使 得 
+ + ið 
ma Een) y (421) 


re logr 
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所 以 存在 0<a<pB<27 EEX Ve ela, p), A DEK 


为 -于 _s 

AA) AY 
(o. B) KAIT 入 (本 满足 (4.21) 式 .类 似 定理 4.1.1 的 证 明 可 推出 矛盾 . 
再 证 (J) 因为 c(A)= P(A) ,所 以 若 满足 q <p: RE q =q, A (2) ft 


Borel 方 向 的 集合 不 同 于 A (2) ft] Borel H AREARE q > g,, A (2) ËI Borel 77 


向 的 集合 不 是 A(z) f Borel 方 向 的 集合 的 子 集 . 则 存在 角 域 Q(e,pB) 使 得 人 (了 在 


角 域 Q(a, PB) 内 有 界 ,而 对 V9 e (a, B), A( 习 满足 (4.21) 式 ,由 上 面 证 明 也 可 推出 矛 


盾 . 
综 上 所 述 ,定理 4.1.2 得 证 . 
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